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CONVECTION NATURELLE TURBULENTE SUR UNE 

PLAQUE VERTICALE ISOTHERME, TRANSITION, 

ECHANGE DE CHALEUR ET FROTTEMENT PARIETAL, 

LOIS DE REPARTITION DE VITESSE ET DE TEMPERATURE? 
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Make-Assistant au Laboratoire d’Etudes Thermiques de I’Ecole Nationale Supkieure de Mecanique 
et d’ACrotechnique, 86, Poitiers, France. 

(Rep le 31 octobre 1968) 

RCslaCIi est montrt qu’un groupe inttressant de parametres de similitude dans l’ttude du phenomtne 
de convection naturelle est constitue par les nombres de Prandtl et de Nusselt et les rapports gDi/v,_! et 
T,/T,. Une strie d’expkriences confirme ce choix. 

I1 est propose de nouvelles relations donnant les valeurs du coeffkient local d&change de chaleur et de la 
tension pa&tale de frottement pour un Ccoulement turbulent ainsi que des lois de repartition de vitesse 
et de temperature dans la couche limite turbulente 
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NOTATIONS 

diffusivite thermique ; 
chaleur massique a pression con- 
stante ; 
chaleur molaire a pression constante ; 
largeur d’un Mment de mesure ; 
dCriv6e particulaire ; 
fonction de Bromley et Wilke ; 
fonction tabulee. de Pohlhausen ; 
forces de viscosite; 
acceleration ; 
nombre de Grashof; 
coefficient local d’echange de chaleur ; 
enthalpie massique ; 
constante de Boltzmann ; 
masse dune molecule ; 
masse molaire ; 
nombre d' Avogadro ; 

t Ce travail resume une ttude effect&e au laboratoire de 
Thermique de 1’ENSMA et qui a ttt prksentte pour I’obten- 
tion du grade de Docteur &-Sciences Physiques devant la 
Facultt des Sciences de Poitiers le 30 mai 1968 (NumCro 
d’ordre aux archives originales du CNRS: A.O. 2070). 

Nu, nombre de Nusselt ; 

t, 
pression ; 
energie d&w&e par effet Joule dans 
un &ment de mesure ; 

Pr, nombre de Prandtl ; 
S, surface de l’elenrent de mesure ; 
Tp, T,, To, temperatures absolues de la paroi, 

T*, 

T+, 

u, 

U u: 
+’ u > 

V, 

de l’tlement, du fluide au loin ; 

temperature de frottement, 

= MT, - T,). 
CPPPU 

* ’ 

temperature r&mite, 

AP-T 

T* ’ 
composante de la vitesse dans la 
direction verticale Ox ; 
valeur maximale de u ; 
vitesse de frottement, = ,/(~~/p~) ; 
vitesse r6duite (u/u*) ; 
composante de la vitesse dans la 
direction Oy perpendiculaire a la 
plaque ; 
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vecteur vitesse ; 
tote d’un point mesuree au-dessus du 
bord inferieur de la plaque ; 
distance d’un point A la surface de la 
plaque ; 
rapport v,/u* ; 
distance rbduite (y/y*) ; 

WPU 
* 

limite supcrieure de T +, = ~ * 
h y 

coefficient d’expansion du gaz ; 
groupement de Deissler, 

epaisseur r&rite de la couche limite 
dynamique ; 
epaisseur r&luite de la couche limite 
thermique ; 
~nstante de Lennard Jones ; 
conductivitt thermique du gaz ; 
viscosite dynamique et cinematique 
du gaz ; 
variable r&mite, = cy,$/.x ; 
integrale de collision ; 
densite de flux de chaleur emise sous 
forme de rayonnement ; 
fonction de dissipation ; 
constante de Lennard Jones ; 
masse volumique du fluide ; 
tension par&ale de frottement ; 
tension r&duite, = z~.x~/~~v, ; 
groupement y/A 7~. 

sur la plaque ; 
8 l’infini. 

INTRODUCTION 

IL EST courant d’admettre que le transfert de 
chaleur par convection naturelle turbulente sur 
une plaque plane verticale plact5e dans un 
milieu inflni est r&i, pour un gaz don&, par une 
relation de la forme : 

(1) Nu = kGr”. 
Citons par exemple les relations suivantes : 

(2) Nu = 0,100 Gr’j3 Saunders [ 1) 
(3) Nu = 0,117 Grij3 King [2] 
(4) Nu = 0,0184 Gr2j5 Eckert et Jackson [3] 

dans lesquelles A et CL semblent Ctre exprimees 
A la temperature moyenne 0,5 (TP -t To) et oti 
nous constatons une certaine disparitt 

En utilisant des moyens nouveaux nous avons 
tent& de prtciser la loi qui relie le coefficient 
local d’bchange de chaleur aux conditions 
experimentales, et d’estimer la valeur du co- 
efficient de frottement par&al, puis nous avons 
recherche les lois de repartitions de vitesse et 
de temperature dans la couche limite, dans le 
cas oti le fluide est de l’air dont la temperature 
au loin est voisine de 20°C et circulant devant 
une plaque plane verticale isotherme dont la 
temperature peut atteindre 100°C. 

1. ETUDE THEORIQUE DES PARAMETRES 
DE SIMILITUDE 

La recherche des parametres qui permettent 
la description du phenomene de convection 
naturelle devant une plaque verticale isotherme 
dans une enceinte de grande dimension est faite 
a partir des equations g&r&ales du mouvement. 
Nous aborderons ensuite, dans Ie cas plus 
particulier ob le fluide en mouvement est un 
gaz parfait du point de vue the~odynamique, 
l’etude des diverses conditions de similitude 
trouvees. 

1.1 Recherche des paramttres de similitude 
Le probleme est regi par le systeme classique 

d’equations g&&rales : 

DV 
pDt= -gradp-Pggradx-t-F, 

1 

2 + p div. V = 0 

p $ = div (A grad T) 

I- (1.1) 
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auquel il convient d’ajouter les conditions aux 
limites : 

y=O T=Tp v=o 

> 
U-2) 

y= co T= To u=o 

ainsi que les equations d’etat. 
En posant : 

Jc’ =x 
Do 

0; T’=g H’=+(avec Ho=cp,To) p’=- 
0 0 PO@ 

ainsi que 

A’+ 
0 

p’ zz ; p’ = E 

les equations (1.1) et (1.2) s’ecrivent : 

;(: $$= -gradp’-$p$radx’+F; 
vo 

w Dt’ +p’divV’=O l (I-3) 

,DH’ 1, 
---.div(l’gradT’) 

’ Dt’ ~0~~0 , 

y’ = 0 T’=$T v’=o -) 
10 

i (1.4) 
y' = a T’=l u’ = 0. _I 

Les conditions de s~ilitude entre deux bcoule- 
ments (1) et (2) sont done : 

81% @2D& TP, _ TP2 py _ py 
-T-- 

vo1 =z T T,z 01- ‘* VO2 

H; = H; p; = p;D’p; -_ pi A; = A; 
(1.5) 

1.2 Gas particulier du gaz parfait 
Dans le cas particulier oh le fluide en mouve- 

ment peut &re consid& comme un gaz parfait 
au point de vue ~e~~~~ique, il est 

i~~iat de verifier que les conditions sur H’ et 
p’ sont satisfaites. Si de plus on fait l’hypothese 
que l’energie potentielle due a l’interaction entre 
deux molecules distantes de Y est don&c par la 
loi de Lennard Jones [4] : 

Y(r) = 4s[;r2 - (;r] (1.6) 

sa viscosite est donned selon Bromley et 
Wilke [5] par : 

avec 

et sa conductivite thermique selon Hirschfelder, 
Curtiss et Bird [6] est don&e par la relation: 

(T/M)* L = 1,9891* 10-4m (1.81 
V 

A partir de ces relations il est facile de voir que la 
viscosite r&mite et la conductivite rcduite sont 
&gales : 

(1.9) 

et par consequent les deux conditions de simili- 
tude relatives a la viscosite et a la conductivite 
thermique du fluide se confondent. 

II nous sufBt d’en etudier une settle, par 
exemole celle relative 5 la viscosite 

Reprenons l’equation (1.7). Puisque K ne 
depend que de l’espece chimique la viscosite 
rcduite peut s’bcrire : 

kT 

y’ = 
f (-1 

1 
E 

0 

fi ? 

(1.10) 

et en deux points homologues de deux ecoule- 
ments (1) et (2) la condition ,u~ = & devient : 
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avec0 = T; = Ti. 

Cette condition est satisfaite quelle que soit 
la forme de la fonction~~ si : 

T T 01 2. 
-= (1.12) 
a1 &2 

Le rapport TO/& est un nouveau parambtre de 
similitude, mais il convient de remarquer que la 
relation (1.11) est aussi satisfaite si la fonction 
fi est de la forme : 

fd4 = af (1.13) 

a et n Ctant deux constantes. Done si la fonction 
~~(kT/&) peut hre conside& comme satisfaisant 
la relation (1.13), tout au moins dans un domaine 
convenable de variation de kT/e, on pourra 
dans ce domaine considerer que cette dernibre 
condition de similitude.est satisfaite m&ne si la 
relation (1.12) ne l’est pas. 

Or la fonction f,(kT/E) a et& tabulee par 
Hirschfelder comme nous l’avons indique et il 
est facile de montrer qu’elle differe peu d’une 
fonction puissance P l’inttrieur d’intervalles de 
variations m&ne assez grands. Par exemple dans 
l’intervalle 3 < kT/& < 4 on peut remplacer fi 
par la fonction : 

“f2 zz t-j,7398 -“; 
0 

o*7436 (1.14) 

avec un &cart relatif inferieur a 0,l pour cent. 
On peut dire que si la condition rigoureuse 

de similitude T,,/E, = To2/s2 n’est pas satisfaite 
on peut s’en affranchir de faGon d’autant plus 
legitime que toutes les valeurs des rapports 
k?;/t+ et kT,J.z, qui interviennent dam les deux 
problemes se trouvent dans un intervalle plus 
reduit et il sera possible de trouver pour cet 
intervalle quelle est parmi toutes les fonctions 
fi = u(kTJ$ celle qui se rapproche le plus de 

la courbe de Bromley et Wilke. 11 suffit pour cela 
de determiner les valeurs numtriques de deux 
constantes a et n A partir des valeurs de la table 
de ~irschfelder en utilisant la methode des 
moindres car&. 

Par ailleurs dans le cas oti l’on prend pour 
equations d’btat relatives a la viscosite et a la 
conductivite les relations (1.7) et (1.8) le nombre 
de Prandtl s’&crit : 

Pr = 1571. . M . cpo = K’ . C,,. 

C,, &ant la chaleur molaire a pression constante 
et K’ une constante. 

L’egalite des nombres de Prandtl se r&luit 
done alors A l’egalite des chaleurs molaires a 
pression con&ante des gaz parfaits considerb. 
On sait que ceci est realist dans de larges 
intervalles de temperature pour des gaz de m&ne 
atomicite. 

En rQumC dans l’hypothbe 06 les gaz 
Ctudies se comportent comme des gaz parfaits 
les cinq premieres conditions de similitude (1.5) 
trouvees au paragraphe (1.1) peuvent se Aluire 
a: 

Ql~~l @2G2 
T 

VOl 
=2 

vo2 

C PO1 = C PO2 

T 
_-EL 

T = 1. 
T 01 T 02 

Les conditions introduites par la viscosite et 
la conductivite imposent en plus : 

T To2 _.!c__. 

El E2 

mais nous avons vu que bien souvent cette 
condition peut &tre legitimement levee 

Nous verrons que notre etude experimentale 
fait apparaitre effectivement les groupements 
sans dimension gl),$$ (sous la forme gx3/vg) et 
Tp/To. Le role du nombre de Prandtl n’a pas pu 
&re mis en evidence car dans le domaine etudie 
il reste pratiquement constant. 
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1.3 Remarque--nombre de Grashof 
Dans le cas oh la difference de temperature 

Tr - T, est petite il est aise de montrer que le 
parametre de similitude introduit par l’kquation 
de l’impulsion est le nombre de Grashof au lieu 
du groupement gDz/vi qui apparait dans le cas 
general d’un kcart de temperature quelconque 

PI* 

2. LES METHODES EXPERIMENTALES 

2.1 Le systtme 
La plaque utilisk. a une largeur de 050 m et 

une hauteur 1,03 m. Sa facade est en cuivre 
rouge recouvert d’un vernis destine a assurer un 
coeffkient d’emission E constant. Cette plaque 
est placke dans une enceinte de grandes dimen- 
sions (10 x 8 x 3 m). Elle est port&z. a une 
temperature uniforme au moyen d’une circula- 
tion accelerke d’eau chaude. 

2.2 Mesure locale directe duflux de chaleur cedee 
par la plaque 

Nous avons utilise une methode proposee en 
1957 par Cordier [8] pour la determination des 
coefftcients locaux d’echange de chaleur en 
convection for&e. Dans l’etude de la convection 
naturelle cette methode qui s’est encore avCrCe 
trbs precise a l’avantage de ne pas exiger 
l’introduction de sonde dans la couche limite et 
ainsi ne modifie ni l’tcoulement ni le transfert 
de chaleur CtudiC. 

Six elements de mesure ont CtC places dans la 
maquette aux totes suivantes : x = 26,75 ; 36,75 ; 
46,75 ; 56,75 ; 66,75 ; 76,75 cm. 

L’erreur relative commise sur la quantite de 
chaleur perdue par la plaque est inferieure a 
3 pour cent [7]. Le coefficient d’emission a CtC 
mesure dans le vide. 

2.3 Mesure locale de la tension parietale de 
frottement 

Pour determiner le flux de chaleur cedke par 
le plaque on depense par effet Joule une certaine 
puissance P. Cette puissance correspond exacte- 
ment au flux d’energie cherche si la temperature 
de l’element prend la valeur Tp de la temperature 
de la plaque. Au contraire si cette puissance P 

est differente de la valeur prkckdente P, la 
temperature T, prise par la surface de l’tlement 
differe de Tr d’une quantite AT,. Nous avons 
constate qu’il existe une relation linkaire entre 
P et A Tr et on peut etablir une relation entre la 
pente de la droite qui represente les variations 
de P en fonction de AT, et la tension parietale 
de frottement. 

2.3( 1) Etude thtorique de la perturbation crtee 
dans la couche limite par la surface d’un tltment 
de mesure qui n’est pas exactement d la tempkra- 
ture de la plaque. Soit une plaque a temperature 
uniforme qui cede de la chaleur a un fluide par 
convection a travers une couche limite laminaire. 
La repartition de temperature verifie dans 
l’approximation de la couche limite thermique 
l’kquation : 

aT aT a2T 
ux+vS=aayZ (2.1) 

ainsi que les conditions aux limites : 

y=o et x quelconque 
y=cc f z z} (2.2) 

u et v &ant les composantes de la vitesse dans 
les directions Ox et Oy respectivement, solutions 
des equations de Navier et de continuite. Soit 
T,(x, y) la solution de ce probleme. Supposons 
qu’entre les abscisses x = I et x = I+ d la 
temperature de la plaque soit port&e a la valeur 
Tr + ATp. Si AT, et d sont petits il est evident 
que le champ de vitesse ne sera pas moditie et en 
raison de la linearite de l’equation (2.1), la 
repartition de temperature en face de la plage 
perturb&z s’obtiendra en ajoutant a la solution 
T,(x, y) la solution T,(x, y) de l’equation (2.1) 
consider&e avec les conditions aux limites 
suivantes : 

y=O et x<l T, = 0 
y=o et 1 <xcl+d T,=AT, 
y=o et x>l +d T, = 0 

(2.2’) 

y=co T, = 0 
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2.3(2) CalcuE de lafonction T,(x, y). En posant 
x=x - I l’kquation aux d&iv&es partielles 
(2.1) s’kcrit : 

c?T, aT, a2T., 
uax+Oay=a-z@ (2.3) 

et les conditions aux limites (2,2’) deviennent 

y=u & x>o T, = AT, 
y=cc T2 = 0. 

On peut montrer que t’ al;/ay est petit par 
rapport g u aT,/aX si d est petit devant 1 et 
puisque dans la rkgion ktudike fcouche limite de 
perturbation), compte tenu de l’hypoth&e que 
son $aisseur S est petite devant I’kpaisseur d 
de la couche limite principale, le profil des 
vitesses est, aux termes du second ordre p&s: 

U=l 24. p=w=Q (2.4) 

et l’kquation (2.3) s’krit en posant : k = 2JpLp 

En posant [ = -?_ 
k/l3 

A$‘X 
et IS=% 

@.5) 

iA 6tant une constante) cette kquation admet 
pour solution : 

2.3(3) Relation ewe Za qua&& de chalew 
cidte par l’dlhment de mesure et le fiottement 
~~r~~tu~. La quantitk de chaleur qui quit& une 
bande d’envergure uniti: de 1’Clkment est 

pour 5 = 0 et la quantitk de chaleur c&Se par 
1’Gment de surface 5 dans le cadre de la 
perturbation apportte par d TP est 

Or la valeur absolue de la contrainte de cisaille- 
ment tp est 

= p,.k (2.9) 

d’oh en claimant k entre (2.8) et (2.9) : 

2.3(4) Relation entre Q/ATp et la pente de la 
droite P = PfAT). La quantitk de chaleur P, 
fournie par eflet Joule g un &lkment de mesure 
pour que sa tempkrature soit TP se dissipe par 
convection (qV) et par ra~onn~ment (qJ. Quand 
la quantitk de chaleur fournie P est diffkrente de 
P, la tempkrature de 1’Blkment prend une valeur 
T, l&g&ement diffkrente de celle de la plaque TP 
Une certaine qua&C de chaleur qd passe de 
1’&5ment vers la plaque par conduction et g 
f’extbieur tout se passe comme si q, et 4, 
n’ktant pas modifik une quantitk de chaleur 
qP, que nous appellerons quantitk de chaleur de 
perturbation, est fournie par l’iskment. Cette 
dernikre n’est autre que la grandeur Q calculbe 
au paragraphe p&&dent. 

Le bilan thermique de 1’Ckment s’kcrit alors: 

‘= 4, + 40 + qd + qj~ 

et en posant 

qd = ns(q - Tp) = As. ATP 

il vient : 

Q P - P, 
------AS 

dT,= AT, 
(2.11) 

air (P - P&AT’ est la pente de la droite P = 
P(d Tp). I1 est alors imm&diat d’aprks lees relations 
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prk%dentes que : 

P - P, 
----= 5 

4 

As+! 4s 

20,893 7(9ad) 

0 + 

’ /+ 

(2.12) 

11 est done possible de determiner r,, en utilisant 
les elements de mesure de la puissance thermique 
(P,) dissipke par la plaque en provoquant un 
dbkquilibre de temperature AT, pourvu que la 
constante A soit connue par etalonnage. 

2.4 Exploration de la couche limite 
La mesure des temperatures dans la couche 

limite a CtC effect&z au moyen d’un couple 
thermoelectrique de faible diametre tendu entre 
les bras d’un &trier et supporte par un chariot 
dont le deplacement ttait command6 a distance. 
Les mesures de la force Clectro-motrice corres- 
pondante sont relevkes sur divers enregistre- 
ments et les temperatures en sont d&mites aprbs 
correction de l’influence du rayonnement entre 
la plaque et les parois de la Salle d’une part et le 
til du couple d’autre part. 

Les mesures de la composante verticale de la 
vitesse ont ettc faites a l’aide d’un microtube de 
Pitot supporte par le meme chariot que la sonde 
thermique. Les deux prises de pression du tube 
de Pitot sont relikes a un manometre differentiel 
de haute sensibilite [9] qui permet d’apprecier 
des variations de pression de 2. 10e6 Torr. Les 
erreurs introduites par l’importance relative de 
la viscosite par rapport a la petitesse de la 
vitesse mesuree ont CtC estimkes a partir des 
travaux de Shermann [ 101 

2.5 Dttermination de la limite infdrieure de la 
zone turbulente 

Nous avons retenu un critbre qui fait appel a 
une methode de visualisation par une mtthode 
d’ombres, due a Pearcey [l l] et d&rite par 
Holder [12] : Nous convenons de dire que 
l’ecoulement devient turbulent au niveau du 
point A (de tote xA) a partir duquel un filet 
lumineux semble collb sur l’ombre de la plaque. 

3. LES RESULTATS 

Pour l’ensemble de nos experiences la temper- 
ature Tp de la plaque a varie entre 40 et 100°C 
tandis que la temperature TO de l’air au loin est 
rest&z voisine de 20°C. 

3.1 Position de la limite infkrieure de la zone 
turbulente 

La tote xA du point A, origine conventionnelle 
de la zone turbulente, est telle que le nombre de 
Grashof 

Cvolue en fonction du rapport T,/T, (tempera- 
tures exprimkes en degres Kelvin) suivant la 
relation : 

Grxo = 1,462. lo9 $! 
0 

-8,352 

. (3.1) 
0 

3.2 Valeur du coefjicient local d’tchange de 
chaleur par convection naturelle 

Le coefficient local d’kchange a CtC determine 
au moyen des elements de mesure et les resultats 
obtenus se recoupent avec ceux que l’on obtient 
grace a l’exploration de la couche limite. 

3.2(l) Cas de l’koulement laminaire. Quoique 
notre dispositif experimental ne permet pas de 
faire des mesures tres prkcises quand l’kcart de 
temperature T, - To est petit nous avons pu 
obtenir, quelques rbultats dans le cas oh 
l’kcoulement est laminaire [13]. De cette etude 
nous pouvons conclure dans le cas de l’air que : 

(a) pour des &carts de temperature Tp - To de 
l’ordre de 25°C on peut utiliser indifferemment 
les valeurs de jl et v prises pour les temperatures 
Tp ou To sans modifier la forme de la loi Nu, = 

A%); 
(b) cette loi s’kcrit : 

Nu, = K . Gr!Jz5 (3.2) 

avec K = 0,385 ) 0,006. 
3.2(2) Cas de l’kcoulement turbulent. Les 

mesures faites dans la zone ou l’kcoulement est 
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turbulent conduisent a mettre en evidence [14] 
les rtsultats suivants. 

Dans le domaine etudie il existe entre le 
nombre de Nusselt Nu,, = hx&, le nombre de 
Grashof GrXO = gx3(TP - T,)/‘&v~ et le rapport 
(T, - To)& la relation (Fig. 1) : 

(3.3) 

Dans le domaine etudie il est possible 
d’exprimer avec une precision meilleure que 
10 pour cent les valeurs trouvkes exptrimentale- 
ment de la tension de frottement a la paroi en 
fonction du groupement gx3/vg et du rapport 
T,/T, par une relation de la forme (Fig. 2): 

(3.5) 

2.25- 

$ 2,00- 

4 

$ 

1,75. 

1.5 a I I I I 
.50 0.00 8.50 3.00 9.50 

log Gfxa 

FIG. I. Echange de chaleur en rCgime turbulent en fonction 
de Gr,>. 

avec m = 0,410 _t 0,004 et n = -0,413 _t 0.003. avec 
Les deux constantes m et n sont pratiquement 
opposees et la relation prkcedente peut s’ecrire : A= -0,56.10’ +0,50.108~ 

0 

Ng o’4_’ (3.4) 

3.3 Valeur de la tension pariPtale defrottement 4. RECHERCHE DES LOIS DE REPARTITION DE 

L’etude du frottement parietal sur la plaque VITESSE ET DE TEMPERATURE 

a fait appel dune part g la methode exposee au Les Figs. 3-g representent l’ensemble de nos 
paragraphe (2.3) et d’autre part a l’exploitation rbultats. Ceux-ci sont relatifs a des valeurs de x 
classique des courbes de repartition de vitesse Cgales g 52 ; 63 ; 88 et 103 cm et de TP - T, 
et de temperature et nous avons v&-if% le bon &gales 21 37 ; 59 et 75-C. Afin de pouvoir ies 
accord des deux methodes. comparer avec ceux don& par d’autres auteurs 
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ils sont present& dans un systeme de co- resultats il faut multiplier l’abscisse de chaque 
ordonnees sans dimension. En abscisse I’unite point des Figs. 3-5 (repartition de vitesse) par 
de longueur est arbitraire et choisie dans chaque une constante k, et des Figs. 6-8 (repartition de 
cas de telle facon que les courbes de repetition temperature) par une constante kz. Ces deux 

I 

constantes ainsi que la valeur u, du maximum 
de la vitesse sont donn6es dans le Tableau 1. 

0,75 

T,-T,X 59T 

FIG. 2, Contrainte pariktale de cisailiement. 
I I I I 

cl 0.50 ISO I,50 2,O 

FIG. 5. Repartitions de vitesse. 

Grtfflths et 

FIG. 3. Rkpartitions de vitesse. 

de vitesse passent par le point d’abscisse 1 quand 
le rapport u/u, prend la valeur 0,5 (apres &tre 
passe. par son maximum) et que les courbes de 
repartition de temperature passent par le point 
d’abscisse 1 lorsque le rapport (7’ - T&‘( Tp - To) 
prend la valeur 0.2. 

Pour obtenir les courbes reprtsentant nos 

-T,#75°C 

103 
53 

1 I 1 I I 
” 0.5 1.0 1,s 223 

FIG. 4. R&partitions de vitesse. 

Sur ces graphiques tigurent egalement des 
rQultats des travaux de Schmidt et Beckmann 
[15], exploites par E. Pohlhausen, de Griffiths 
et Davis [16] et de Cheesewright [17]. 

4.1 Exnmen des courhes de &partition des vitesses 
et iie temptrature 
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FIG 6. Repartitions de tempkrature 

I.00 

T,-T,#59"-G 

0,75 

0,50 

0.25 

0 0,5 1.5 2.0 2,3 3.0 3.5 4.0 

b-rc.. 7. Rkpartrtlons de temptrature 

0,25 

103 

FIG. 8. Rtpartitions de tempkrature. 
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Tableau 1 
- _.... .._. __ 

Tp - To x i k, u,(cm/s) u* (cm/s) y*(cm) T* (“C) fiD 

37 53 1,19 0,89 47,o 4,86 
63 1,32 0,90 so, 1 $32 
88 1,49 l,Oo 54,4 6,30 

103 1,98 1,26 S6,O 6,90 

59 53 1,18 0,89 50,4 8,OO 
63 1,39 0,95 53,l 7,94 
88 2,12 1,34 58,4 8,30 

103 2,12 1,61 62,0 8,36 

0.0391 
0,0357 
0,0302 
0,027s 

_-....-_l__ 

0,0263 
0,0264 
0,0252 
0,020250 

2,96 0,0100 
2,81 00095 
2,56 0,0086 
2,43 0,0082 

3,04 40096 
3,18 0,0100 
3,29 0,0104 
3,39 0,0108 

75 53 &OS 0,83 66,2 10,80 0,0209 3,Ol 0,0091 
63 1,36 0,90 69,2 10,80 0,0209 3,13 0,0094 
88 1,79 1,33 69.6 1480 0,0209 3,39 0,0103 

103 2,59 i,49 71,4 14x0 0,0209 3,51 0,0107 
- 

4.1(l) Courbes de @partition de vitesse. On 

constate, en examinant les Figs. 3-5, une 
deformation progressive et assez reguliere de 
ces courbes en fonction de x. On remarque en 
particulier que la distance de la paroi au point 
oh la vitesse est maximum diminue quand x 
augmente. 

11 est remarquable que la courbe relative a un 
ecoulement laminaire (courbe de Pohlhausen) 
se trouve a une extremite de p&entail tandis 
que la courbe de Grifiths et Davis se trouve a 
l’autre extremite. Remarquons cependant qu’il 
ne faut peut-btre pas attacher trop d’importance 
a cette dernibre car nous ignorons les conditions 
experimentales de leur travail et Eckert et 
Jackson s&talent que la loi emp~ique qu’ils 
proposent s’accorde mediocrement avec les 
points experimentaux qu’elle est censee re- 
presenter. 

4.1(2) Courbes de &partition de temp&ature. 
Les graphiques 6 A 8 montrent egalement une 
d~fo~ation reguliere des courbes repr~selltant 
la variation de (T - T,)/( Tp - To) depuis celle 
qui represente l’ecoulement laminaire selon 
Pohlhausen jusqu’a celle de Grihiths et Davis 
quand x augmente. 

L’etude des d~fo~ations de toutes ces 
courbes montre qu’il n’est pas possible de les 
traduire par une equation simple et nous devons 
signaler que toutes les tentatives que nous avons 

faites pour les exprimer simplement en utilisant 
le nombre de Grashof ont echoue. Mais en 
utilisant les grandeurs dites de frottement U* et 
T* et en remplaccant les grandeurs U, T et y par 
les grandeurs sans dimension u * , T + et y + nous 
avons mis en evidence des relations simples qui 
rendent compte des repartitions relevees experi- 
mentalement. Ces relations ressemblent aux lois 
de repartitions universelles bien connues en 
convection forc&z Elles montrent ~influence de 
divers parametres et expliquent l’evolution 
regulibre du phenomene. 

4.2 Lois de r&partition de vitesse 
Pour chaque couple de valeurs de T, - TO et 

de x nous avons represente dans les deux plans 

(Y’> u+) et (log y+, a+) l’ensemble des releves 
obtenus. Les Figs. 9 et 10 sont un exemple des 
representations ainsi trouvees. 

L’examen des graphiques ainsi &lisb montre 
l’on peut diviser l’epaisseur de la couche limite 
en trois zones (Fig. 11) : 

(1) une region interne (I) oit la relation 
theorique. 

u+ = y+ (4.1) 

est bien verified compte tenu des erreurs 
de mesure. L’epaisseur de cette zone est de 
l’ordre de y+ = 3. 
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5 -T,= 59,4*C 
x = i03cm 

x~--x_ 
I I I I 
50 100 150 200 

Y+ 
FIG. 9. Exemple d’une rCpartition de vitesse riduite, 

Tp-To : 59,4’C 
x = 103cm 

FIG. 10. Exemple d’une repartition de vitesse rtduite. 

(2) une rkgion inte~~iaire (II) oii u+ croit 
linkairement en fonction de log y+ . 

(3) une rCgion externe (III) air U+ dkcroit 
linkairement en fonction de log y+. 

4.2( 1) Etude de la zone externe (III). On appelle 
log 6+ l’abscisse du point (C) oit la droite qui 
Porte le segment reprbentant la r&partition de 
vitesse rkduite dans cette zone coupe l’axe (0, 
log y’) et p la pente de ce segment (BC). 

La comparaison des valeurs de log 6+ aux 
valeurs du nombre de Grashof Gr,, corres- 

* log s+jeg Y+ pondant (Fig. 12) conduit A admettre que 5+ ne 
depend que de Gr,, : 

FIG. Il. Representation schtmatique de la couche limite 
dynamique. 

- 
1-v 

6+ = 0,665. 10-4(Gr,,)0*673. (4.2) 
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t 
Y) 2,o 
.m 
,o 

n 
x Ar u 37 

q hT# 59 

o Ar1~lr 75 

’ 45,o 
I I I I 

0,s %O 9,s IO,0 

log Grxo 

FIG. 12. Variation de lipaisseur de la couche iimite dynamique. 

L’etude de la pente du segment Bc en fonction 
du nombre de Grashof correspondant conduit & 
suggerer la relation : 

p = -S61(Gr,,)-0+‘92, (4.3) 

Done la droite IX, entierement detinie par le 
point C et sa pente ne depend que du nombre de 
Grashof Gr,,. 

4.2(2) Et~e de la zone ~~ter~~~iuire Ii. La 
zone intermMiaire peut etre represent&z dans 
le plan (u + , log y +) par un segment D B Celui-ci 
est caracterise par le point D de coordonnkes 
U+ =y+ = 3etparlepoint B. 

L’abscisse du point R depend de Gr,,, 5& - To 
et X. On constate que l’ensemble des points 
d&kits des experiences se placent pratiquement 
aux intersections de deux faisceaux de droites : 

Le premier (x constant) a pour equation 
generale : 

logy~ = I + Gr,, . 1K8 - 3 @x3 -“*793 

0 7.10-’ -$- ’ 

(4.4) 

Le second faisceau (T, - To constant) est com- 
post de droites paralleles. Son equation gknerale 
est : 

logy; = 2Gr,,. 10-l’ + 1,464$ - 0,512. 
0 

(4.5) 

Remarquons que ces deux relations ne sont 
pas identiqu~. Elles ne font que donner des 
valeurs numkriques approch6e.s de log y,’ de 
facon satisfaisante dans le domaine Ctudie. 
Elles montrent que le point B est dtlini par deux 
parametres ; le nombre de Grashof Gr,, et un 
groupement Tp/To ou gx3,1v& 

Le point Best enti~rement defini comme &ant 
le point de la droite BC qui a pour abscisse log 
yb+. A l’aide des relations prkckdentes on peut 
done calculer la valeur correspondante ul de la 
vitesse rkluite. 11 est certain que ub* est supkrieure 
a la valeur maximum de la vitesse U: et n’a 
aucune signification physique. On peut cepen- 
dant veriher que kart relatif ne d&passe jamais 
8 pour cent. 
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4.3 Lois de rkpartition de tempkrature 
Les repartitions de tempkratures trouv&es 

peuvent bre represent&s dans les deux systemes 
de coordonnkes reduites (y’, T+) et (logy+, I’+). 
Les Figs. 13 et 14 sont un exemple de ces 
representations. 

L’etude des graphiques ainsi construits 
montre que la encore on peut envisager une 
division de la couche limite en trois zones (Fig. 
15). 

(1) Une region interne {I) oti la relation 
theorique 

T+ = Pr.y+ 

est bien verifike compte tenu des erreurs de 
mesure dans une r&gion d’epaisseur y+ = 
3jPr. 

(2) Une region intermediaire dans la plus 
grande partie de laquelle T+ croit lineaire- 
ment en fonction de log y+. 

(3) Une region externe (III) oti T+ croit 
linkairement en fonction de log y+. 

4.3(l) Etude de la zone externe III. L’epaisseur 
A+ de la couche limite thermique est definie par 
l’abscisse log A”’ du point (E) oh la droite qui 
Porte le segment (AE) representant la repartition 
de temperature reduite dans cette zone coupe 
la droite d’ordonnke Z = cPpPu*/h, qui est la 

x-x- 
x_X-x- 

T' &.X -x- 
r,- r, = 59,4’C 

x = 103cm 

/ I I I I I 
0 50 100 150 200 250 

Y+ 

FIG. 13. Exempte d’une r&partition de temperature rkduite. 

T+ 
IO- 

r, -T, = 59,4’C 
x = 103cm 

0 0,s 130 1.5 2.0 2.5 

m y + 
FIG. 14. Exemple d’une r&partition de temperature reduite 



G log A+ log Y+ 

FIG. 15. Representation schirmatique de la couche limite 
thermique. 

limite superieure de T+. Soit pz la pente du 
segment AE et H le point oh le prolongement de 
celui-ci coupe l’axe OT+. 11 apparait que l’on 
peut admettre entre A+ et Grxo la relation : 

A+ = 0,770. 1O-4 Gr,o~~‘~. (4.6) 

L’kpaisseur A+ ne depend done que du nombre 
de Grashof Gr,, (Fig. 16). En utilisant un para- 
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on peut mettre en evidence la relation : 

767 

p2 = (124,5 - 9220&J ; - 1 
( ) 

O (4.7) 

Le prolongement du segment AE coupe l’axe 
OT+ au point H d’ordonnke T,f . On remarque 
que Tt est tres sensiblement constant, inde- 
pendant de x, de T,/T, et de pn: 

T,f = 4,5. (4.8) 

Par suite les droites AE ont pour equation 
generale : 

T+ = 4,5 + 2 - 1 (124,5 - 922O&,)logy+. 
( > 0 

(4.9) 

En resume la droite AE depend des deux para- 
metres &, et T,/T,. 11 en est de m&he de la tote 
Z du point E alors que son abscisse ne depend 
que du nombre de Grashof Gr,,. 

4.3(2) Etude de la zone intermkdiaire. La partie 
centrale de la courbe T+ =f(log y’) est 
pratiquement linkaire et peut etre assimilke a un 
segment de droite (FA). Soit G le point d’abscisse 
g+ oh ce segment coupe l’axe (0, log y’) et p1 la 
pente de celui-ci. 

log Gfx, 

On peut facilement verifier que les trois 
grandeurs g+, T,/T, et fir, sont likes par la 

# 37 relation : 

log g+ = - 5,266 + 874 fir, - $20. lo4 /!I; 

+ 2,051: (4.10) 
0 

FIG. 16. Variation de lkpaisseur de la couche limite 
thermique. 

et que 

mttre deja introduit par Deissler [ 181 dam une 
etude de convection for&e oti on considbre les 
variations des propriMs physiques des fluides 
en fonction de la temperature : 

Pl = 

[ 

-658 + 188. lo3 fir, - 11,35. lo6 /?; 

T 1 E--d 
’ T, ( ) 

1 . (4.11) 

‘P’P’P 

BD = 
h(T, - To)u* 

PTT 

La droite FA est ainsi delinie entierement par 
les deux param&res T,/T, et /3D 

4.3(3) Remarque. Les courbes track sur les 
Figs. 9 et 13 sont les transform& des divers 
segments ligurant sur les Figs. 10 et 14. 11 est 
ainsi possible d’apprkcier l’approximation avec 
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laquelle les fonctions propokes ci-dessus repre- 
sentent les releves experimentaux. D’une manitre 
get&ale on remarque ainsi que la representation 
logarithmique de la temperature rtduite dans la 
zone intermkliaire n’est acceptable que si y+ 
est suptrieure a une valeur limite comprise entre 
10 et 20 suivant les cas. 11 existe done pour les 
valeurs de y+ suptrieures a 4 et inferieures a 
cette limite une zone qui reste inconne mais ou 
la temperature rkduite tvolue suivant une courbe 
regulibre qui raccorde la courbe T+ = Pr . y+ a 
la droite FA. 
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AbPtrae-It has been shown that a useful group of parameters, obtained from a similitude analysis of 
natural convection, consists of the Prandtl and Nusselt numbers and the ratios gDi/vi and T,/TO. This 
selection has been confirmed by a series of experiments. 

New relationships are proposed giving the values of the local coefficient of heat transfer and of wall 
friction for turbulent flow as well as the velocity and temperature distributions laws in the turbulent 

boundary layer. 

Znsammenfassung-Es wird gezeigt, dass eine aus ;ihnlichkeitsbetrachtungen fur freie Konvektion 
erhaltene, ntitzliche Parametergruppe aus der Prandtl-, der Nusselt-Zahl und dem Verhaltnis gDz/rg und 
TJTO besteht. Diese Auswahl wurde durch eine Reihe von Versuchen gerechtfertigt. 

Neue Beziehungen werden vorgeschlagen filr die Werte des ijrtlichen Wilrmeiibergangskoefflenten 
und der Wandreibung bei turbulenter StrBmung, sowie fiir die Gesetzte der Geschwindigkeits- und 

Temperaturverteilung in turbulenter Grenzschicht. 



CONVECTION NATURELLE TURBULENTE 169 

AmoTaq~~-~oKa3aKo, 9~0 HeoBxo~man rpynna napaMeTpoB, nonyqemafl npa asanaae 

eCTeCTBeHHOti KOHBeKqElEi C IlOMOubKI TeOpHH IIOJJO~HH, COCTOMT 83 KpHTepHeB npaHnTJIfl II 

HyCCeJIbTa II OTHOmeHKfi gDi/vg 14 T,/T,-,. 3TOT 110~6op npoBepeH CepHeZf 3KcnepHMeHToB. 

npe)JJIOXeHbI HOBbIe COOTHOIIleHHfl, IIO3BOJIFIIOIL(kie IIOJIyWfTb 3HaYeHMJl JIOKaJIbHOrO 

KO3I#lj~IJkieHTa TeItJIOO6MeHa II TpeHUR Ha CTeHKe AJIH Typ6yJIeHTHOrO TeYeHAR. A TaKH(e 

paCIIpefieJIeHNR CKOpOCTPl EI TeMItepaTypbI B Typ6yJEHTHOM IIOrpaHWIHOM CJIOe. 


